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KARTEZYEN KOORNİNATLAR

Burada, en genel halde üç boyutlu dikdörtgen koordinatlarda, katı cisim içindeki 
sıcaklık dağılımını veren diferansiyel denklem çıkartılarak bazı özel şartlar altında 
çözümleri verilmiştir. Şekil 3.1’de gösterildiği gibi düzlem duvar halindeki katı 
cisim içinde, diferansiyel kontrol hacim elemanı alınarak, aşağıdaki kabullere göre 
çözüm yapılmıştır.

1. Isı iletimi zamana göre değişiyor.

2. Katı cisim içinde ısı üretiliyor, (katı cisim içinden elektrik akımı geçmesi yada

kimyasal reaksiyonlar v.b. işlemler sonucu ısı enerjisinin açığa çıkması hali gibi)

3. Isı iletimi üç boyutlu

4. Katı cisim içinde ısı depo ediliyor.

5. Özellikler sabit

6. Cisim homojen ve izotropik





Termodinamiğin I. kanununa göre kontrol hacim elemanındaki enerji dengesi:

Giren ısı enerjisi + Üretilen ısı enerjisi = Çıkan ısı enerjisi + Depo edilen ısı enerjisi

Gerekli bağıntılar yerlerine konulur ve ara işlemler yapılırsa, dikdörtgen koordinatlardaki sıcaklık dağılımının, diğer bir adıyla 
ısı iletiminin genel diferansiyel denklemi,





Silindirik Koordinatlarda



Küresel Koordinatlarda



2.1. DÜZLEM DUVARDA ISI İLETİMİ

• Isı iletiminin en basit şeklini içeren düzlem duvar hali, uygulamada en çok kullanılan tiptir. Konutlardaki ısı kaybı hesabı, 
fırın duvarlarının ve soğuk hava depolarının ısı yalıtımı gibi konular buna en iyi örnektir. 

• Burada, göz önüne alınan  L kalınlığındaki düzlem duvar içindeki sıcaklık dağılımı ve duvar yüzeyleri arasında, birim 
zamanda geçen ısı miktarı hesaplanacaktır. 

• Düzlem duvarın x1 uzunluğundaki yüzey sıcaklığı T1, x2 uzunluğundaki yüzey sıcaklığı T2 ve T2>T1 olsun.

Problemi çözmek içirt takip edilecek yol aşağıdaki gibi sıralanabilir.

• Levha içinde diferansiyel bir kontrol hacim elemanı seçilir.

• Bu kontrol hacim elemanı üzerine ısı iletimi ve termodinamiğin birinci kanunu uygulanarak, sıcaklık dağılımı için 
diferansiyel denklem elde edilir.

• Bulunan diferansiyel denklem sınır şartlara göre çözülerek, levha içindeki sıcaklık dağılımı bulunur.

• Bu sıcaklık dağılımı Fourier ısı iletim kanununa uygulanarak-, iletim ile geçen ısı miktarı hesaplanır.



Burada Qx, x mesafesinde kontrol hacim elemanına giren ısı enerjisi, Qxtdx ise x+ dx

mesafesinde kontrol hacim elemanım terk eden ısı enerjisidir.



Taylor serisine açılırsa ve yüksek mertebeden terimler ihmal edilirse;

eşitliği yazılabilir. Bu bağıntı denk. (2.1) de yerine konulursa,

ifadesi elde edilir. Buradan da,

bağıntısı bulunur. Bu çarpımın sıfır olabilmesi için çarpanlarından en az birinin sıfır 

olması gerekir. dx diferansiyel hacim elemanının genişliği olduğundan, sıfır olamaz 

(dx≠0) o halde;

olmalıdır. Bu ifadeye göre devamlı rejimde birim zamanda geçen ısı miktarı sabittir. 

Denklem (2.2), Fourier ısı iletim kanununun x’e göre türevinin alınıp sıfıra 

eşitlenmesi demektir.



Denklem (1.1) den Fourier ısı iletim kanunu,

idi, bu bağıntının x ’e göre türevi alınırsa,

bulunur. Buradan da sıcaklık dağılımının diferansiyel denklemi,

şeklinde elde edilir. İkinci mertebeden olan bu diferansiyel denklemin çözümü;

olur. C1 ve C2 integral sabitleri, sınır şartlan yardımı ile bulunur.





bağıntısı elde edilir. Bu bağıntıdan görüldüğü gibi, sıcaklık dağılımı doğrusaldır. Bu 

bağıntı yardımı ile duvar içindeki herhangi bir noktadaki sıcaklık bulunabilir. 

Denk.(2.5) de elde edilen sıcaklık dağılımının x’e göre türevi alınıp, Fourier ısı iletim 

kanununda yerine konulursa, düzlem duvarda iletimle geçen ısı miktarı için 

aşağıdaki bağıntı elde edilir.



SINIR VE BAŞLANGIÇ ŞARTLARI

• Yukarıda verilen ısı iletim denklemleri ortam içinde bir diferansiyel eleman üzerinde enerji 
dengesi kullanılarak türetilmişlerdir ve ortamın yüzden deki ısıl şartlara bakılmaksızın aynı 
kalırlar. 

• Yani bu diferansiyel denklemler yüzey sıcaklığı veya tanımlı ısı akışı gibi yüzey şartlarına 
ilişkin herhangi bir bilgiyi içermezler. Fakat ortamdaki ısı akışının ve sıcaklık dağılımının 
yüzeydeki şartlara bağlı olduğu bilinmektedir ve bir ortamdaki ısı transfer probleminin 
tanımı, ortamı sınırlayan yüzeylerdeki ısıl şartlar tam olarak tarif edilmeden tamam olmaz. 

• Sınırlardaki ısıl şartların matematik ifadeleri sınır şartları olarak adlandırılır.

•

• Matematik açısından bir diferansiyel denklemin çözümü, esasında bir türev alma veya bir 
integrasyon işlemidir ve dolayısıyla bir diferansiyel denklemin çözümü tipik gelişigüzel 
sabitler içerir (Şekil). 



• Bir probleme tek bir çözüm elde etmek için ana diferansiyel denklemden daha fazlasına ihtiyaç vardır. 
• Bağımsız değişkenin bazı değerlerine karşılık fonksiyon veya türev değerleri olarak bazı sınır şartlarının belirlenmesi 

gerekir; öyle ki bu şartlar çözümü belirli noktalarda sağlanmaya zorlayarak gelişigüzel sabitler için özgün değerler ve 
dolayısıyla bir özgün çözüm verir. 

• Fakat ek bilgi ve şartlan diferansiyel denklemin içinde ifade edecek bir yer olmadığı için, bunların sınır veya başlangıç 
şartları şeklinde ayrıca verilmesi gerekir.



1.Tanımlı Sıcaklık Sınır Şartı
• Bir yüzeye uygulanan sıcaklık genellikle doğrudan ve kolayca ölçülebilir. Bu yüzden, bir yüzeydeki ısıl şartlan 

tanımlamanın en kolay yollarından bin sı çaldığı tanımlamaktır. Mesela, L kalınlıklı bir düzlem duvarda tek boyutlu ısı 
iletimi için tanımlı sıcaklık sınır şartları,



2.Tanımlı Isı Akışı Sınır Şartı
Bir yüzeyde enerji etkileşimleri hakkında yeterli bilgi olduğu zaman, o yüzeydekı ısı transfer hızını ve dolayısıyla q akısını 
(birim yüzey alanı başına ısı transfer hızı, W/m2) belirlemek mümkün olabilir ve bu bilgi sınır şartlarından biri olarak 
kullanılabilir. Sınırlar dahil olmak üzere ortamın herhangi bir yerinde pozitif x yönünde ısı akısı Fourier ısı iletim kanunu ile 
şöyle ifade;



Özel Durum: Yalıtımlı Sınır
Uygulamada bazı yüzeyler ısı kaybını (veya ısı kazancını) azaltmak için çoğunlukla yalıtılırlar. Yalıtım ısı transfer hızını 
azaltır; fakat kalınlığı sonsuz olmadıkça ısı geçişini tamamen engelleyemez. Bununla birlikte, iyice yalıtılmış bir yüzeyden 
olan ısı transferi sıfır olarak alınabilir; çünkü yeterli yalıtım, bir yüzeydeki ısı transfer hızını ihmâl edilebilir düzeylere 
indirir. Bu yüzden iyi yalıtılmış bir yüzey, tanımlı ısı akışı sıfır olan bir yüzey olarak modellenebilir. Bu durumda 
mükemmel yalıtılmış bir yüzeyde (mesela, x = 0 da) sınır şartı şöyle tanımlanabilir:

Yani yalıtımlı bir yüzeyde, sıcaklığın yalıtımlı yüzeye dik doğrultudaki yerel değişkene göre birinci türevi (sıcaklık 

gradyanı) sıfırdır. Bu, yüzeyde sıcaklık eğiminin sıfır olması gerektiği için, sıcaklık fonksiyonunun yalıtılmış yüzeye dik 

olması gerektiği anlamına da gelir.



Özel Durum: Isıl Simetri
Etkiyen ısıl şartlardaki simetrinin bir sonucu olarak, bazı ısı transfer problemleri ısıl simetriye sahiptirler. Mesela, havada 
düşey biçimde asılı L kalınlıklı geniş bir plakanın iki yüzeyi aynı ısıl şartlara açıktır ve dolayısıyla plakanın bir yarısındaki 
sıcaklık dağılımı diğer yarısındaki sıcaklık dağılımı ile aynı olur. Yani bu plakadaki ısı transfer problemi, x = L/2 merkez 
düzlemine göre ısıl simetriye sahip olur. Ayrıca, plakada herhangi bir noktada ısı akışının yönü, bu noktaya daha yakın 
yüzeye doğru olur ve orta düzlemin üzerinden ısı akışı olmaz. Bundan dolayı, orta düzlem yalıtılmış yüzey gibi görülebilir; 
bu simetri düzlemindeki ısıl şartlar,



Örnek: Bir elektrik ocağında, sığır etinden güveç pişirmek için kullanılan bir alüminyum tencereyi göz önüne alınız. D = 
20 cm çaplı tencerenin taban kalınlığı L = 0,3 cm ’dir. Ocağın üstündeki elektrikli ısıtıcı ünitesi pişirme işlemi süresince 800 
W 'lık güç tüketmekte olup ısıtıcı elemanda üretilen ısının %90 tencereye transfer edilmektedir. Sürekli işlem süresince 
tencerenin iç yüzeyinin sıcaklığı 110°C olarak ölçülmüştür. Bu pişirme işlemi süresince tencerenin taban kısmı için sınır 
şartlarını ifade ediniz.

olur. Tencere tabanının iç yüzeyindeki sıcaklık 110°C olarak tanımlanmıştır. Böylece bu yüzeydeki sınır şartı şöyle 

yazılabilir:

T(L) = 110 °C

burada L = 0,003 m ’dir.



3.Taşınım Sınır Şartı
Taşınım, belki de uygulamada en sık karşılaşılan sınır şartıdır; çünkü çoğu ısı transfer yüzeyleri sıcaklığı tanımlı bir ortama 
açıktır. Taşınım sınır şartı bir yüzey enerji dengesi esas alınarak şöyle yazılır:

L kalınlıklı bir düzlem duvarda x yönünde tek boyutlu ısı 

transferi için her iki yüzeyde taşınım sınır şartları,



4. Işınım Sınır Şartı
Uzay ve kriyojenik uygulamalarda görülenlere benzer bazı durumlarda, bir ısı transfer yüzeyi, vakumlu bir boşlukla 
çevrilidir ve dolayısıyla bir yüzey ve çevre ortam arasında taşımınla ısı transferi meydana gelmez. Böyle durumlarda ışınım, 
dikkate alınan yüzey ile çevresi arasında yegâne ısı transfer mekanizması olur. Enerji dengesi kullanılarak bir yüzeydeki 
ışınım sınır şartı,



5. Arayüzey Sınır Şartları
• Bazı cisimler farklı malzeme tabakalarından oluşmuşlardır; böyle bir ortamda bir ısı transfer probleminin çözümü, her 

bir tabakadaki ısı transfer probleminin çözümünü gerektirir. Bu, sırasıyla her bir ara yüzeyde sınır şartlarının 
tanımlanmasını gerektirir.

•

• Bir ara yüzeydeki sınır şartları şu şartlar esas alınarak belirlenir: (1) Temas halindeki iki cisim, temas alanında ayrıt 
sıcaklığa sahip olmalıdır ve (2) Bir arayüzey -ki bir yüzeydir- herhangi bir enerji depolayamaz ve dolayısıyla ara-
yüzeyin her iki tarafındaki ısı akısı aynı olmalıdır. x = x0’da mükemmel temas halindeki A ve B cisimlerinin 
arayüzeydeki sınır şartları (Şekil),



6. Genelleşmiş Sınır Şartları
Şimdiye kadar basit olsun diye tanımlı ısı akışı, taşınım veya ışınım gibi tek tür ısı transferinin olduğu yüzeyler dikkate 
alındı. Ancak bir yüzey genellikle aynı anda taşınım, ışınım ve tanımlı ısı akışı içerebilir. Böyle durumlarda sınır şartları 
yine aşağıda ifade edildiği gibi bir yüzey enerji dengesi ile elde edilir.



Birleşik Taşınım ve Işınım Şartı
Şekilde görüldüğü gibi, r0 yarıçapındaki metal bir küre 300°C ’lik bir fırında ısıtıldıktan sonra çıkartılıp T∞= 27°C ’lik 
ortam havasında soğumaya bırakılmıştır. Küre malzemesinin ısıl iletkenliği k= 14,4 W/mK, kürenin dış yüzeyinde ortalama 
taşınım ısı transfer katsayısı h=25 W/m2K’dır. Kürenin dış yüzeyinin yayıcılığı ε = 0,6 ve çevreleyen yüzeyin ortalama 
sıcaklığı ise Tçevre=290 K ’dir. Kürenin, bütün dış yüzeyinden üniform olarak soğuduğunu kabul ederek soğuma işlemi için 
başlangıç ve sınır şartlarını bulunuz.



ÖRNEK: Bir Düzlem Duvarda Isı İletimi

Isıl iletkenliği k = 1,2 W/mK, yüzey alanı A = 15 m2 ve kalınlığı L = 0.2 m olan geniş bir düzlem duvarı göz önüne alın. 
Şekilde görüldüğü gibi, duvarın iki yüzeyi sırasıyla T1 = 120°C ve T2 = 50°C sabit sıcaklıklarında tutulmaktadır, (a) Duvar 
içindeki sıcaklık dağılımı ile x = 0,1 m 'deki duvar sıcaklığını ve (b) sürekli şartlarda duvar içindeki ısı iletim hızını 
hesaplayınız.

b)

a)



Örnek: Kalınlığı L = 0,4 m, ısı iletkenliği k 
= 2,3 W/mK ve yüzey alanı A = 30 m2 olan 
geniş bir düzlem duvarı göz önüne alın. 
Duvarın sol tarafı T1 = 90°C sabit sıcaklıkta 
tutulurken, sağ tarafı T∞ = 25°C sıcaklıktaki 
çevre havasına h = 24 W/m2K ısı transfer 
katsayısı ile ısı kaybetmektedir. Duvarda ısı 
üretimi olmadığını ve ısıl iletkenliğin sabit 
olduğunu kabul ederek, 

(a) duvar içinden sürekli tek boyutlu ısı 
iletimi için geçerli diferansiyel denklemi 
ve sınır şartlarım tanımlayınız, 

(b) (b) diferansiyel denklemi çözerek 
duvardaki sıcaklık değişimi için bir 
bağıntı türetin ve 

(c) (c) duvardan olan ısı transfer hızını 
hesaplayınız?



(c) duvardan olan ısı transfer hızını hesaplayınız?



Örnek: Isıl iletkenliği k = 20 W/mK, taban alanı A = 160 cm2 ve kalınlığı L = 0,6 cm olan 800 W ’lık bir ütünün 
taban plaka sını göz önüne alınız. Taban plakasının iç yüzeyinde içerideki direnç teli yardımıyla üretilen üniform ısı 
akışı vardır. Sürekli işlem şartlarına ulaşıldığında plakanın dış yüzeyinin sıcaklığı 85 °C olarak ölçülmüştür. Ütünün 
üst kısmından olan ısı kaybını ihmal ederek; (a) plakadaki sürekli tek boyutlu ısı iletimi için geçerli diferansiyel 
denklemi ve sınır şartlarını belirleyiniz?





Örnek: Kalınlığı L = 0,6 cm, ısı iletkenliği k = 20 W/mK ve yüzey alanı A = 160 cm2 olan geniş bir düzlem 
duvarı göz önüne alın. Duvarın sol tarafında 1200 W sürekli ısı varken sağ tarafında T2 = 85°C sabit sıcaklıktadır. 
Duvarda ısı üretimi olmadığını ve ısıl iletkenliğin sabit olduğunu kabul ederek, 

a) Duvar içinden sürekli tek boyutlu ısı iletimi için geçerli diferansiyel denklemi ve sınır şartlarını tanımlayınız,

b) Diferansiyel denklemi çözerek duvardaki sıcaklık değişimi için bir bağıntı türetin ve

c) Duvarın sol yüzeyindeki sıcaklığı hesaplayınız?
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